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Resume 



Get article est le premier d'une serie de trois articles consacrcs aux images 
directes d'isocristaux : ici nous considerons des isocristaux sans structure de 
Frobenius; dans le deuxieme [Et 6] (resp. le troisieme [Et 7]), nous introdui- 
rons une structure de Frobenius dans le contexte convergent (resp. surcon- 
vergent) . 

Pour un morphisme propre et lisse relevable nous etablissons la surconver- 
gence des images directes, grace a un theoreme de changement de base pour 
un morphisme propre entre espaces rigides analytiques. Ce resultat repond 
partiellement a une conjecture de Berthelot sur la surconvergence des images 
directes par un morphisme propre et lisse. 

Abstract 

This article is the first one of a series of three articles devoted to direct 
images of isocrystals : here we consider isocrystals without Frobenius struc- 
ture ; in the second one [Et 6] (resp. the third one [Et 7]), we will introduce 
a Frobenius structure in the convergent (resp. over convergent) context. 

For a liftable proper smooth morphism we establish the overconvergence 
of direct images, owing to a base change theorem for a proper morphism 
between rigid analytic spaces. This result partially answers a conjecture of 
Berthelot on the overconvergence of direct images under a proper smooth 
morphism. 
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0. Introduction 



Soit V un anneau de valuation discrete complet, de corps residuel k = 
V/m de caracteristique p > et de corps des fractions K de caracteristique 0. 

Get article est le premier d'une serie de trois consacres aux images directes 
d'isocristaux. lei on rappelle la definition des images directes d'isocristaux 
surconvergents par un morphismc / : X ^ S* (cf [B 5], on [C-T], [LS]) dc 
/c-schemas et on prouve leur surconvergence dans le cas oii / est propre et 
lisse relevable, ou X est une intersection complete relative dans des espaces 
projectifs sur S. 

L'outil essentiel dans la preuve de ce resultat est le theoreme de change- 
ment de base pour un morphisme propre du §1 : on etablit celui-ci d'abord 
dans le cadre des schemas formels [theo (1-1)], puis dans le cadre des espaces 
rigides analytiques [theo (1.2)] grace aux travaux de Bosch et Liitkebohmert 
[Bo-Lii l],[Bo-Lii 2],[Lii]. 

La notion de voisinage strict etant etroitcment liee a celle dc surconver- 
gence des isocristaux, on developpe au §2 quelques proprietes de ces voisi- 
nages stricts dans le cas plongeable : dans le cas cartesien, I'image inverse 
d'un systcmc fondamental de voisinages stricts est un systeme fondamental 
de voisinages stricts [prop (2.2.3)] ; le meme resultat vaut pour un morphisme 
fini et plat, ou fini etale, ou fini etale galoisien [prop (2.3.1)], ce qui nous ser- 
vira dans un article ulterieur. 

Apres avoir rappele au §3 la definition des images directes d'isocristaux 
surconvergents donnee par Berthelot dans une note non publico [B 5] (voir 
les articles [C-T], [LS] de Chiarellotto-Tsuzuki et Le Stum pour la publica- 
tion des details), on etablit leur surconvergence pour un morphisme propre 
et lisse relevable, en meme temps que le theoreme de changement de base 
[theo (3.4.4)] : un ingredient essentiel est I'extension aux voisinages stricts 
du theoreme de changement de base pour un morphisme propre [theo (3.3.2)]. 

Des resultats de relevement de [Et 5] on deduit alors la surconvergence des 
images directes d'un isocristal surconvergent par un morphisme f : X ^ S 
projectif et hsse, oii S est lisse sur le corps de base k et X relevable en un V- 
schema plat [theo (3.4.8.2)] (resp X est une intersection relative dans des es- 
paces projectifs sur S [cor (3.4.8.6)]). Une variante, etudiee dans le theoreme 
(3.4.9), ramene la preuve de la surconvergence du cas projectif lisse au cas oil 
la base S est affine et hsse sur k. Ici nous avons laisse de cote le cas d'un mor- 
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phisme fini etale qui sera traite dans [Et 6] et [Et 7] (cf [Et 4, chap III, et IV]). 

Ces theoremes (3.4.8.2), (3.4.8.6) ct (3.4.9) [resp. le theo (3.4.4)] resolvent 
partiellement une conjecture de Berthelot [B 2] sur la surconvergence des 
images directes par un morphisme propre et lisse : dans [Et 7] ( cf [Et 4, 
chap IV]) nous en donnons une version avec structure de Frobenius. 

Dans le cas ou la base S est une courbe affine et lisse sur un corps 
algcbriquement clos k (resp. S est une courbe lisse sur un corps parfait k) 
la conjecture a ete prouvee pour le faisceau structural par Trihan [Tri] (resp. 
Matsuda et Trihan [M-T]). Dans le cas relevable, la conjecture a aussi ete 
prouvee independamment par Tsuzuki par des voies differentes [Tsu] : en 
particulier il n'a pas a sa disposition le thcorcme de changement de base 
pour un morphisme propre entre espaces rigides analytiques, alors que pour 
nous celui-ci tient une place centrale. Une autre approche est celle de Shiho 
qui utihse les log-schemas [Shi 1] , [Shi 2] , [Shi 3] . 

Notations : Pour les notions sur les espaces rigides analytiques et la 
cohomologie rigide nous renvoyons le lecteur a [B 3], [B 4], [B-G-R], [C-T] et 
[LS]. Sauf mention contraire, dans tout cet article on designe par V un anneau 
de valuation discrete complet, de corps residuel k — V/m de caracteristique 
p > 0, de corps des fractions K de caracteristique 0, d'uniformisante tt et 
d'indice de ramification e. 

On suppose donne un entier a G N* et on designe par C{k) un anneau de 
Cohen de k de caracteristique [Bour, AC IX, § 2, n°3, prop 5] : C{k) est 
un anneau de valuation discrete complet d'ideal maximal p C{k) [EGA O/y, 
19.8.5] et on note Kq son corps des fractions, Kq = Frac {C{k)). II existe 
une injection fidelement plate C{k) V qui fait de V un C(A:)-module libre 
de rang e [EGA Ojv, 19.8.6, 19.8.8] et [Bour, AC IX, § 2, n°l, prop 2]. 
On fixe un relevement a : C{k) ^ C{k) de la puissance a*^"^^ du Frobenius 
absolu de k comme dans [Et 2, I, 1.1] ; on suppose que Ton pent etendre 
a en un endomorphisme de V, encore note a, de telle sorte que a^n) = vr ; 
on notera encore cr I'extension naturelle de a k K : lorsque k est parfait 
C{k) est isomorphe a I'anneau W{k) des vecteurs de Witt de A; et cr est un 
automorphisme de K.Si k ^ k' est une extension de corps de caracteristique 
p > 0, V := V ®c{k) C{k'), K' — Frac(V'), on peut relever la puissance a'^"*^ 
du Frobenius absolu de k' en un morphisme a' : K' ^ K' au-dessus de 
(7 : /s: ^ /s: [Et 2, I, 1.1]. 
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1. Changement de base pour un morphisme 
propre 

Le theoreme suivant est un prealable pour les theoremes de changement 
de base en geometrie rigide. 

Theoreme (1.1). Soient V un anneau noetherien et I ^ V un ideal; on 
suppose V separe et complet pour la topologie I-adique. Soit 

X' ^^X 



S' -^S 

un carre cartesien de V-schemas formels (pour la topologie I-adique) de type 
fini, avec f propre. 

1^1. 1.1) Soit T un O x-module coherent. Alors, pour tout entier i ^ 0, on a : 

(1) R'^f*{J-') est un Os -module coherent. 

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de 
base 

est un isomorphisme. 

Plus generalement on a : 

[^1.1.2) Soient £^ un complexe borne de Ox-modules coherents et = S^^Os 
Os'. Alors, pour tout entier i ^ 0, on a : 

(1) Os-module coherent. 

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de 
base 

est un isomorphisme, qui s'interprete aussi comme un isomor- 
phisme 

n n 

(cf. notations plus has). 
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Demonstration. 

Pour (1.1.1)(1). La coherence de R'f^{T) sur Os est rappelee pour 
memoire [EGA III, (3.4.2)]. 

Pour (1.1.1) (2). Notons J-^ = T jl^^^T et (pn le morphisme canonique 
i^n ■■ R'MJ") R'MJ'n). Posons C„ = Coker cp^, H = B'U{T),Hn = 
R'f*{J^n) et = n/I'^+^n. Comme 7"+^7{ C Ker on a une surjection 

K ^WKer(^„ 
de noyau note K^. Dans les suites exactes 

(1.1.1.1) Q^Kn^H'^^H/Kei^n^^ 

(1.1.1.2) ^ 7^/Ker ^ ^ C„ ^ 0, 

les systemes projectifs {'H',^)n ct ("H/Kcr 99„)„ vcrificnt la condition de Mittag- 
Leffler (notee M-L) car les fleches de transition sont surjectives. De plus ('Hn)n 
verifie M-L d'apres [EGA III, (3.4.3)], done (C„)„ aussi [EGA Om, (13.2.1)]. 
D'oij I'exactitude de la suite 

(1.1.1.3) — > lim ?^/Ker — v lim Un — ^ lim C„ — ^ . 
D'autre part on a un isomorphisme [EGA III, (3.4.3)] 

n 

comme R^f^,{T) est un C^-module coherent [EGA III, (3.4.2)], il est separe 
et complet pour la topologie /-adique, done on a aussi un isomorphisme 

n 

Ainsi le morphisme compose 

lim l-L'n — > lim?{/Ker ^ lim T-Ln 

n n n 

est un isomorphisme, done chacune des fleches est un isomorphisme (car la se- 
conde est injective par (1.1.1.3)). Par suite lim C„ = ; comme (C„)n verifie 

n 

M-L, on cn dcduit que le pro-objet <^ (Cn)n ^ associe est le pro-objet nul 
[G , 195-03, §2], i.e. 
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(1.1.1.4) Vn, 3n' ^ n tel que C„/ — )■ C„ soit la fleche nuUe 
(cf aussi [Bour, TG II, §3, n° 5, theo 1]). 

D'apres [EGA III, (3.4.4)] les Ker definissent sur "H une filtration /-bonne, 
i.e. [EGA 0///, (13.7.7)], on a /Ker ipn C Ker ipn+i avec egalite pour n assez 
grand ; en particulier on a Ker (pn C IT-L pour n assez grand et la topologie 
sur T-L definie par les Ker ipn coincide avec la topologie /-adique : par plati- 
tude de u, la topologie sur O^/ ^ definie par les Os' Ker coincide 
done avec la topologie /-adique. Comme T-L est coherent sur Os on en deduit 
des isomorphismes 

n 

^ lim {Os' (E)Os ^/ Os' ®Os Ker ^„) 

n 

^ lim {Os' ®Os {n/Ker ipn)) ■ 

n 

Or il resulte de (1.1.1.4) que 

Vn, 3n' ^ n tel que Os/ Cn' — ^ Os' Cn soit la fleche nuUe, 

done lim {Os' <S>Os ^n) — ; comme les fleches de transition du systeme 

71 

projectif {Os'<^Os ("H/Ker </?„)}„ sont surjectives, ce systeme projectif verifie 
M-L : la suite exacte (1.1.1.2) le reste apres tensorisation par Os' sur Os et 
en passant a la lim on deduit de ce qui precede un isomorphisme 

n 

lim {Os' ^os {n/Kei ^n)) ^ hm (O5' ^Os ^n) • 

71 rt 

D'oii I'isomorphisme 

(1.1.1.5) u*{n)^ lim <(K„) , 

71 

ou Ton note 



Vn 



Sn 



le carre cartesien deduit de celui de la proposition par reduction mod /"+^. 
Or, Un etant plat, [EGA III, (1.4.15)] fournit un isomorphisme de changement 
de base 
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d'ou, par passage a la limite et via (1.1.1.5), des isomorphismes 

u*{R'MT))^ lim JT)) = lim R%{v:{Tn)) 

n n 

R'g4v*{J^)) [EGA III, (3.4.3)], 
car v*{T) — lim v*(J>j). D'oii le (1.1.1) du theoreme. 

n 

Pour (1.1.2) (1). On note Vn = V//"+S = S^/T+^S^ et = 
S^,/I'^~^^ S^,. II suffit d'etablir le lemme suivant : 

Lemme (1.1.2.1). Sous les hypotheses (1.1.2) et avec les notations ci-dessus 
on a un isomorphisme de Os-modules coherents : 

R'Ui^x) limi?7„.(£lj . 

71 

Demonstration du lemme. II s'agit d'etendre la preuve de [EGA III, (3.4.4)] 
des (9;v-modules coherents aux complexes de (9;t'-modules coherents. 
Comme R^~^^ fn* (^x„) I'aboutissement d'une suite spectrale de terme E^-' 
donne par 

Er = R^fUS'xJ 

et que E^'-' est coherent sur Os^ puisque est propre, on en deduit que 
R^^^ fn* {^Xn) coherent sur Og^ ■ plus generalement, par la meme methode 
que pour la preuve de [EGA III, (3.4.4)], on prouve que la condition (Fj) de 
[EGA 0///, (13.7.7)] est verifiee pour tout i, done par [loc. cit.] on a : 

(1.1.2.2) Pour tout i le systeme projectif (i?*/n*(^x„))n verifie M-L. 

(1.1.2.3) limi?Yn*(^x„) 05-module coherent. 

n 

(1.1.2.4) La filtration sur R^f^[£^) definie par 

Ker{V'n : R' U{E*x) ^ ^7*(^xJ} 

est /-bonne. 

Or R^~^^ f^{S^) est I'aboutissement d'une suite spectrale de terme E]^-' = 
f*i.Ex) Q^i un C^-module coherent via (1.1.1), done R''^^ f^{£^) est 
un C^-module coherent ; comme la topologie 7-adique sur R^f^{£^) coincide 
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d'apres (1.1.2.4) avec la topologie definie par les Keilipn}, on en deduit des 
isomorphismes 

n n 

En passant a la limite projective sur Ics injections canoniques 

(R'^{S'^)/Ker{^|;^}) ^ R^MS-^J 
il en resulte une injection canonique 

it:7*(^^)-^iiniit:7*(^xj ■ 

n 

Montrons a present la surjectivite de cette fleche. Puisque R^f^{£'x) (resp. 
limi?*/*(^x„)) ^® faisceau associe au prefaisceau U ^ W{f~^{U),£^) 

71 

(resp. U i-> limH''{f~^{U),£xn)): sufRt de montrer que pour tout ouvert 

71 

[/ de <S on a une surjection canonique 

Pour m ^ n, notons A/"^ ,j le noyau de la projection ~^ ^x„ clioi- 
sissons des resolutions injectives [C-E, chap. XVII, §1] , X" , I" de 
M^ n 1 ' ^x„ respectivement telles que Ton ait un diagramme commutatif 
a lignes et colonnes exactes [C-E, chap. V, §2] et morphismes d'augmentation 
les s 





-A/"- ^S-x„ 



Xji 







m.n 



■X" 



■X" 

n 







Alors, pour U ouvert de <S, la suite 

est exacte ; en particuher le systeme projectif {r(/~^(C/),X")}„ a des Heches 
de transition surjectives, d'oia i?-' lim r(/~^(C/),X") = pour j > [J, prop 



2.1 et theo 1.8]. Pour la meme raison on a aussi WlimSx^ = pour j > 0. 

n 

On en deduit done des quasi-isomorpliismcs 

n n 

71 n 

Ainsi, pour tout entier i ^ 0, le morphisme canonique 

n n n 

est surjectif d'apres [EGA O777, (13.2.3)] ; en fait [loc. cit.] fournit aussi I'in- 
jectivite de 9 puisque le systeme projectif {if*(/~^(C/), verifie M-L 
d'apres (1.1.2.2) ; d'oii le lemme. □ 

Pour (1.1.2)(2). Au cran fini n le morphisme de changement de base 
par Un 

(1.1.2.5) <i?^+Vn*(^J^J B}+ign.{£'xO 

est un isomorphisme car e'en est un au niveau des termes E]^-' de ehaque 
membre puisque Un est plat. Compte tenu de (1.1.2.4) Ic passage a la lim 

n 

sur (1.1.2.5) fournit, par la meme methode qu'au eas (1.1.1)(2) du theoreme 
(1.1), r isomorphisme de changement de base 

u^r'ue;,) R'g.iS';,,) 

qui s'interprete aussi comme un isomorphisme 

Yiu^ulRfUS'xJ^ limi?^^„,(£:^,) . □ 

n n 

Theoreme (1.2). Soient V un anneau de valuation discrete separe et com- 
plet pour la topologie m-adique, oil m est son ideal maximal, k — V /v\ son 
corps residuel suppose de caracteristique p > 0, K son corps des fractions de 
caracteristique 0. 

Soit 
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X' -^x 

9 f 

S' ^r-S 

un carre cartesien de K-espaces analytiques rigides, avec f propre. 

(1.2.1) Soit E un Ox-module coherent. Alors, pour tout entier i ^ 0, 

(1) FC'ftf{E) est un Os-module coherent. 

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de base 

u\RU{E)) R'g4v*{E)) 
est un isomorphisme. 
Plus generalement on a : 

(1.2.2) Soient E* un complexe borne de Ox-modules coherents et E'* - 
E* ®Os ^S'- Alors pour tout entier i ^ 

(1) FC'f^:{E*) est un Os-module coherent. 

(2) Supposons de plus u plat; alors le morphisme de changement de base 

u*RME') -^B}g,{E") 

est un isomorphisme. 



Demonstration du theoreme (1.2). 

lere etape. Supposons d'abord demontre le theoreme dans le cas ou les K- 
espaces analytiques rigides sont tous quasi-compacts et quasi-separes. 

Prouvons alors (1.2.1) dans le cas general. 

L'assertion (1) est locale sur S puisque R^f^{E) est le faisceau associe au 
prefaisceau 

H\f-\V),E) 

ou V parcourt les ouverts de S [SGA 4, V, prop 5.1]. 

Soient ip : V ' — > S un ouvert affinoide de 5 et defini par le carre 
cartesien 
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(1.2.1.1) 



W 
V 



X 



d'apres [loc. cit.] on a alors un isomorphisme canonique 

rR'ME) - R'fiie*iE)). 

Or ici V est quasi-compact, quasi-separe, et W aussi car /' est propre; d'oii 
I'assertion (1) via le cas quasi-compact, quasi-separe. 

Pour le (2) on reprend le carre cartesien (1.2.1.1) : soient 

u' -.V' Xs S' ^ V 
et u" : V" ^ V' un ouvert affinoi'de de V\ 
et on considere le diagramme commutatif suivant 




dont les faces verticales sont cartesiennes. 

Vu le caractere local de I'isomorphisme (2) cherche, il sufRt de montrer 
que Ton a un isomorphisme 



^"*u*Rf,{E)^^"*Rg, v*{E). 

Or ici V et V" sont quasi-compacts, quasi-separes, done W et W" aussi car 
/' et g" sont propres et on pent appliqucr I'isomorphisme de changement de 
base du cas quasi-compact, quasi-separe pour le carre cartesien 
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f 



9 

V" -^^v ; 

u ou 

d'ou une suite d'isomorphismes 

iIj"*u*R'U{E) = {u'u"yiP*R'f*{E) 

= {u'u"YR'fl{d*{E)) 
~ R'g'l{{v'v"y{e*{E))) 

^ij"*R'g4v*{E)). 

D'ou le (2). 

Pour prouver (1.2.2) a partir du cas quasi-compact, quasi-separe la demarche 
est analogue. 

2eme etape. Prouvons le theoreme dans le cas quasi-compact, quasi-separe. 

Pour (1.2.1). Le (1) est un theoreme de Liitkebohmert [Lii, theo 2.7]. 
Pour le (2) on adopte les notations de [Bo-Lii 1, demonstration de 4.1] : 

o o 

d'apres [loc. cit.] il existe des modeles formels X, S, S' de X, S, S' respecti- 
vement et des eclatements admissibles 



et des morphismes 

ip:x^s , e-.s'^s 

tels que 

'^rig ~ / ° ^A'rig ^rig ~ ^ ° ^5'rig' 

avec 9 plat [Bo-Lii 2, 5.2, 5.10 (c)]. 

Remarquons que tous les schcmas formels precedents sont admissibles au 
sens de [Bo - Lii 1], done sont plats sur V [Bo - Lii 1, § 1]. 
On dispose done d'un carre cartesien 
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qui est un mo dele formel du carre du theoreme : de plus il existe un Ox- 
module coherent tel que J-'^jg = E [Lii, 2.2], ou [Bo-Lii 1, 5.6] et ip est 
un morphisme propre [Lii, 2.6]. D'apres le theoreme (1.1) le morphisme de 
changement de base 

est un isomorphisme ; par passage aux fibres generiques le (1-2.1) en resulte. 

Pour (1.2.2) : Ic complcxc E* provient, a multiplication pres par p""™, d'un 
complexe £* de O^'-iiiodules cohcrcnts. II suffit alors d'appliquer le (1.1.2) 
du theoreme (1.1) et de passer aux fibres generiques pour obtenir (1.2.2). 

Nous rassemblons pour memoire dans la proposition suivante quelques 
proprietes des immersions. 

Proposition (1.3). SoientV et K comme en (1-2). Alors 

(1.3.1) Toute immersion (resp. immersion ouverte, resp. immersion fermee) 
a : X ^ Y de K-espaces rigides analytiques quasi- compacts et quasi- 
separes admet un modele formel fi : X ^ y au sens de [Bo-Lii 2, cor 
5.10] qui est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une 
immersion fermee) : en particulier X et y sont plats sur V. 

(1.3.2) Pour tout K-espace analytique rigide X, le faisceau d'anneaux Ox est 
coherent. 

(1.3.3) Soient a : X ^ Y une immersion fermee de K-espaces analytiques 
rigides et M un Ox -module coherent. Alors, pour tout entier i > on 
a 

Ra^{M) = 

et le morphisme canonique 

a*a^{M) M 

est un isomorphisme. 
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Demonstration. Le (1.3.1) n'est autre que [Bo-Lii 2, cor 5.10]. 

Pour le (1.3.2) la propriete est locale sur X [B-G-R, 9.4.3] : on peut done 
supposer X affinoide ; par suite X est quasi-compact et quasi-separe et admet 
un modele formel X. II suffit de prouver la coherence du faisceau d'anneaux 
Ox '■ comme X est un schema formel de type fini sur I'anneau noetherien V, 
le faisceau Ox est un faisceau coherent d'anneaux par [EGA I, (10.11.2)]. 

Pour le (1.3.3), les assertions sont locales sur Y : on peut done supposer 
Y affinoide, done quasi-compact, quasi-separe et de meme pour X puisque 
a est propre [B-G-R, 9.5.3, prop 2, 9.6.2, prop 5]. On prend alors un modele 
formel /S : X y de a [Bo-Lii 2, 5.10(d)] et un Ox-va.odn\e coherent M tel 
que = M [Lii, lemma 2.2]. Soient /3„ : A'„ la reduction de (3 mod 

m"+^ et Mn = TW/m'^+i . ^^^^^ 

et puisque M. et f5^{M) sont coherents [theo (1.1)] on a des isomorphismes 
^ lim M„ et P*P*{M) ^ lim ^1 Pn*{Mn). 

n n 

Or le morphisme canonique 

est un isomorphisme : en effet, etant de presentation finie sur Ox^, on 
est ramene au cas de Ox„ pour lequel 1' assertion est claire puisque (3n est 
une immersion fermee. En prenant la limite sur n de ces isomorphismes et 
en passant aux fibres generiques on en deduit un isomorphisme canonique 

a*a4M) ^ M . 

L'egafite R^a^{M) — pour i > resulte de I'isomorphisme 

R'(5,{M) ^ lim RI3n*{Mn) [EGAIII, (3.4.3)] 

n 

et de I'egalite R^/3n*{M.n) — pour i > 0, puisque ^„ est fini. □ 
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2. Sorites sur les voisinages strict s 



2.0. Rappelons la definition de <voisinage strict» dans un espace rigide 
analytique [G-K 2, 2.22]. 

Si U est un ouvert admissible d'un espace rigide analytique W, un ouvert 
admissible F C est appele voisinage strict dc U dans W si {V, W\U} est 
un recouvrement admissible de W. Cette definition redonne celle de [B 3, 
(1.2.1)], [B 4, §1], [LS, chap 2 et 3] dans le cas des tubes. 

2.1. Considerons un diagramme commutatif 



(2.1.1) 




dans lequel le carrc de droite est un carre cartesien de V-schemas formels 
scparcs plats de type fini, / est un morphisme de /c-schemas, ix, iy = i^oix, 
is et ir = ^ ° is sont des immersions. 

On note 

h' : ]X[;, ]S[s, h' : ]X[y ]S[r, 

i;' : ]X[;, ]X[y, ^' : ]S[s ]S[r 

les morphismes induits sur les tubes respectivement par /i, /i, ^, Lp [B 3, 
(1.1.11) (i)], [B 4, 1.1], [LS, chap 2]. 

Proposition (2.1.2). Avec les notations precedentes, on a un diagramme 
commutatif a carves cartesiens 



]S\s-r-]S\r 



'Pk 



K 



Demonstration. Pour le carre du bas, ga resulte de la definition des tubes et 
du morphisme de specialisation. Pour le carre du haut, il s'agit de verifier 
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que ]X[x satisfait la propriete universelle du produit fibre. Soit Z un espace 
rigide analytique s'inserant dans un diagramme commutatif 



K 



hK 



fx 



K 



par propriete universelle de Xk — Sk XTk yK on en deduit une fieche 
Z Xk qui s'insere dans le diagramme commutatif 




oil sp sont les morphismes de specialisation. Puisque — X^y ei 

compte tenu de la commutativite du diagramme precedent le morphisme v 
se f actor ise par ]X[x en 



K 



X 



d'oia la proposition. □ 



2.2. Considerons a present un diagramme commutatif 



(2.2.1) 
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dans lequel le carre de gauche est cartesien /, fi et / sont des morphismes 
de /c-schemas, h et p sont des morphismes de V-schemas formels separes plats 
de type fini, jx^, jy et Jt sont des immersions ouvertes, iy et ir sont des 
immersions fcrmccs. Notons X2 = h (S), I2 = h (T) ct /2 : X2 S, f^'- 
Y2 ^ T les morphismes induits par h. Soient Yq et Tq les reductions modulo tt 
de y et T '■ les immersions fermees iy et ir se factorisent respectivement via 
les immersions fermees i2Yo : Y ^ Yq, iy^ : Y ^ Y2 ^ Yq et : T ^ Tq. 
On designe par hx '■ ]X[y — > ]S[-r, hy : ]Y[y — > ]T[r les morphismes 
induits par hx : yx — > Tk 3, (1.1.11) (i)], [B 4, 1.1], [LS, chap 2] 
: ]X[y ]Y[y, I'y^^ : ]Y[y —^]Yo[y = y^, I'^y^ :]F2[-> yx ceux induits 

par I'identite de yx et : ]S[■^ )■ ]T[y, i'rp^ : ]T[q > ]Tq[j- = Tk ceux 

induits par I'identite de Tk- Si V est un voisinage strict de \S['j- dans YTl-j-, 
alors W :— hy (V) est un voisinage strict de ]Xi[y (done de ]X[y) dans ]Y[y 
[B 3, (1.2.7)], [LS, chap 3] et on note hy := hY\w -.W ^V. 

Proposition (2.2.2). Sous les hypotheses (2.2) on a : 

2.2.1) Supposons que f ^(S) = X, alors le diagramme (2.2.1) induit un dia- 
gramme commutatif 



]X[y'-^]Y[y'-^y. 











hx 


□ 




hK 



dans lequel le carre de gauche est cartesien et les fleches horizontals 
sont des immersions ouvertes . 

2.2.2) Supposons que h~^{T) ^Y et T^{S) = X. Alors : 

Les deux carres du diagramme precedent sont cartesiens. 
Si de plus V decrit un systeme fondamental de voisinages stricts de 
]S[j- dans ]T[-t-, alors hy (V) decrit un systeme fondamental de voisi- 
nages stricts de]X[y dans ]Y[y. 

Demonstration. 

L'existence du diagramme commutatif dans (2.2.2.1) resulte de (2.2.1) et [B 
3, (1.1.11) (i)] ou [LS, 2.2] via la definition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap 
2]. 
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Puisque / (S) = X le diagramme (2.2.1) se decompose en 



(2.2.2.3) 




On est done ramene a etudier scparcment Ic cas ou h ^(T) = Y et f ^{S) = 
X et celui ou h = id : on montrera d'abord (2.2.2.2) et pour (2.2.2.1) il nous 
suffira de traiter le cas ou h — id. 



Pour (2.2.2.2). Les carres du diagramme (2.2.2.1) sont cartesiens d'apres 
la definition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap 2] et le fait que h (T) = Y 
et T\S)^X. 

Pour la deuxieme assertion de (2.2.2.2), on va utiliser les voisinages stan- 
darts Kj^A = \Jnen^rin,Xn de Berthelot [B 3, (1.2.4)], [LS, 3.4] : rappelons au 
passage que si A„ < alors a; C T^^„,a„. 

Si V est un voisinagc strict de ]S['j- dans ]T[7-, alors hy^iV) est un voisi- 
nage strict de ]X[y dans ]Y[y [B 3, (1.2.7)], [LS, 3.1]. Soit W un voisinage 
strict de ]X[y dans ]Y[y ; d'apres [B 3, (1.2.2)] on se ramene au cas oii ]Y[y 
est affinoi'de. et avec les notations de [loc. cit.] il existe Aq < 1 tel que, pour 
Ao ^ A < 1, on ait Ux C W. Avec les notations de [B 3, (1.2.4) (i)] si V^^xiS) 
parcourt un systeme fondamental de voisinages stricts de ]S[j- dans ]T[j-, 
alors il existe rjn et A„ assez proches de 1 tels que {hy)^^ (K?„,a„(>S')) C Ux 
car les equations locales de Y (resp de Z -.— Y \ X) sont obtenues par image 
inverse par h des equations locales de T (resp de T \ 5") (cf. aussi [LS, 3.2]). 

Pour (2.2.2.1). Puisque ]X[y et ]Y[y sont des ouverts de yx [B 3, (1.1.2)], 
[LS, chap 2] il en resulte que jy et iy^ sont des immersions ouvertes ; de meme 
pour j'rp et i'rj^^ . 

Pour montrer que le carre de gauche du diagramme (2.2.2.1) est cartesien il 
nous suffit de traiter le cas ou h — id. Comme / {S) — X, les equations 
locales de Z = Y \ X sont obtenues par image inverse par / des equations 
locales de T \ 5* : la definition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap 2] fournit 
alors I'egalite ]-^[3;=]>S'[y ]^[y-, d'oii le carre cartesien de (2.2.2.1). □ 



19 



Proposition (2.2.3). Sous les hypotheses de (2.2) on a : 

(2.2.3.1) Supposonsh~\T) = Y,T\s) = h''\s) ^ X eth est propre. Alors 
hxihy et hx sont propres. Si V est un voisinage strict de ]S[j- dans 
]T[r etW — hy (V), alors hy — hyinr :W^Vest propre. 

(2.2.3.2) Supposons h lisse sur un voisinage de X dans y . Alors 

(i) hx est lisse et quel que soit V un voisinage strict de ]S[r dans 
\T\j- il existe un voisinage strict W de ]X[y dans \Y[y tel que h^ 
induise un morphisme lisse hy : W ^ V. De plus ^\y/v 
Ow^odule coherent et localement litre. 

(ii) Si I' on suppose aussi que h ^(T) = Y , et h ^{S) = X, alors il 
existe un voisinage strict V de ]S[j- dans ]T[j- tel qu'en posant 

W — hy {V) le morphisme hx induise un morphisme lisse 
hv-.W^V . 

Si de plus h est propre, alors le morphisme propre hy est ouvert 
pour la topologie rigide et hy{W) est un ouvert admissible de V 
et de Tk- 

(iii) Si en outre g : T ^ Spf V est lisse sur un voisinage de S dans 
T, alors on peut prendre le V du (i) lisse sur K et ainsi ^^^/^ 
est localement libre de type fini sur le faisceau coherent d'anneaux 

Oy. 

(iv) Supposons f surjectif, h (T) — Y,h (S) = X et h est propre. 
Pour V et W comme en (ii) posons V = hy(W). 

Si {Wx)x est un systeme fondamental de voisinages stricts de ]X[y 
dans ]Y[y avec Wx C W, alors {hy{Wx))x est un systeme fonda- 
mental de voisinages stricts de ]S[j- dans V . 
De plus le morphisme hy induit un morphisme propre lisse et sur- 
jectif 

hy,:W V . 

Demonstration. 

Prouvons (2.2.3.1). Sous nos hypotheses les deux carres de (2.2.2.1) sont 
cartesiens [cf (2.2.2.2)]. D'apres Liitkebohmert [Lii, theo 3.1] le morphisme 
propre h induit un morphisme propre d'espaces analytiques rigides hx '■ 
yx Tk- Comme la notion de morphisme propre est stable par change- 
ment de base en geometrie rigide [B-G-R, fin de 9.6.2, p 396], on en deduit 
que hy, hx et hy sont propres. 



20 



Pour (2.2.3.2). 

(i) L'ensemble W des points de ]y[y ou le morphisme est lisse est un 
voisinage strict de \X[y dans \Y[y [B 3, (2.2.1)], [LS, 3.3]. Si V est un 
voisinage strict quclconquc dc ]S[q- dans ]T[7-, "H^ = hy {V) fl W est 
un voismage strict de ]X[y dans ]Y[y [B 3, (1.2.7) ct (1.2.10)], [LS, 
3.1] et hx induit done un morphisme lisse hy '-W ^ V ] en particulier 
hx ']X[y^]S[rC. V est lisse. 

La lissite de hy prouve que ^\y/v OvK-module localement libre 

dc type fini, et comme 0\y est un faisceau coherent d'anneaux [prop 
(1.3)], 11 resulte de [EGA O/, (5.4.1)] que f^V/y Ov^-module 
coherent. 

(ii) Si V decrit un systcmc fondamental de voisinages stricts de ]iS'[7- dans 
]T[7-, alors hy iV) decrit un systeme fondamental de voisinages stricts 
de ]X[y dans ]Y[y [(2.2.2.2)] : ainsi la premiere assertion de (ii) resulte 
de (i). _ 

Si de plus h est propre alors le morphisme hy = hY\^ '■ W ^ V est 
propre et lisse ; en particulier hy est ouvert pour la toplogie rigide : 
en effet on se ramene, commc dans la premiere ctape de la preuve 
du theoreme (1.2) (puisque hy est propre), au cas des espaces quasi- 
compacts quasi-separes et on applique alors [Bo-Lii 2, 5.11]. Done V :— 
hy(W) est un ouvert admissible de V, done de Tk car V est un ouvert 
admissible de Tk- 

(iii) Supposons en outre g : T ^ SpfV lisse sur un voisinage de S dans 
T; alors l'ensemble des points de ]T[j- oii qk est lisse est un voisinage 
strict de ]S[r dans ]T[j- [B 3, (2.2.1)], [LS, 3.3] : quitte a restreindre le 
V du(i) [B 3, (1.2.10)], [LS, chap 3] on pent supposer que la restriction 
de qk diV est lisse. Ainsi ^y^^ sera un Oy-module localement hbre de 
type fini, done coherent sur Oy [(1-3)]. D'oii (iii). 

(iv) Puisque / est surjectif et h plat au voisinage de X, le morphisme 



T 



induit par h est surjectif [B 3, (1.1.12)] et lisse puisque c'est aussi la 
restriction de hy. De plus hy{W) contient ]S[j- par la surjectivite de 
hx- Dans le diagramme commutatif 



]X[y^ ^W^ hy\V') = hy\V)^W 



(2.2.3.2.1) 



hy/ 



hy 



]S[r^ ^ V := hy{WY 



21 



les Carres sont cartesiens d'apres (2.2.2.2)et hy', hx sont lisses et sur- 
jectifs. 

Soit Wx un voisinage strict de ]X[y dans ]Y[y avec Wx C W, ou W 
est defini ci-dessus : le morphisme ouvert hy [cf(ii)] envoie le recouvre- 
ment admissible {Wx; W \ ]X[y} de W sur le recouvrement admissible 
{hviWx); 

hv{W \ ]X[y)} de V — hv{W). Par la surjectivite de hy et le fait 

que hy\]S[r) = ]X[y on a hv{W) \ ]X[y) = V \ ]S[r; par suite 
{hv{Wx)); V \ ]S[q-} est un recouvrement admissible de V\ i.e. hyiWx) 
est un voisinage strict de ]S[y dans V . 

Supposons maintenant que {Wx)x decrive un systeme fondamental 
de voisinages stricts de dans ]Y[y avec Wx C W . Soit V" un voi- 
sinage strict de ]5'[r dans V : montrons que hy]{y") est un voisinage 
strict de ]X[y dans W . D'abord {V"\ V'\ \S['t-} est un recouvrement ad- 
missible de V\ done par image inverse {hy]{V")] hy]{V'\\S['Y)} est un 
recouvrement admissible de hy}{y') = ; en utilisant encore I'egalite 
hy]{]S[r) =\X[y on en deduit que h-]iy'\ ]S[t) = W\ ]X[y : done 
hy}{V") est un voisinage strict de ]X[y dans W. Ainsi il existe // tel 
que W^, C hy}{V"), d'ou 



hv'{W^) C hv hy}{V") = V"; 

par suite {hv{Wx))x est bien un systeme fondamental de voisinages 
stricts de ]5'[7- dans V. 

Si de plus h est propre alors hyi est de surcroit propre puisque 
(2.2.3.2.1) est a carres cartesiens et hy est propre. □ 



2.3. Soient S — Spec Aq un A;-schema lisse et f : X — Spec Bq ^ S un k- 
morphisme fini. Designons par A = V[ti, tn]/ (/i, fr) une V-algebre lisse 
relevant Aq, P la fermeture projective de Spec A dans Py, P' le normalise de 
P et notons S = Spf A, S = P ct S = P' les completes formels de Spec A, 
P et P' comme dans le theoreme [Et 5, theo (3.1.3)] : on salt [loc. cit.] que 
S et S sont propres sur V, que S est normal, qu'il existe une 74-algebre finie 
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B et un carre cartesien de V-schemas formels 



SpfB = ^ X = Pi' 



SpfA = S'—^S = P' 

oil P[' est la fermeture integrale de P' dans Spec B, avec h fini, h fini et j 
una immersion ouverte. On note f : X — )■ 5" la reduction de h : X ^ S sur 
k = V/m. 

Rappelons [Et 5. theo (3.1.3)] qu'il cxiste a E A et f{t) G Aa[t] tels que 
B est la fermeture integrale de A dans Aa[t]/{f). Fixons d'autre part une 
presentation de la V-algebre B 

B ~ V[t[,...X']/{9i,-,9s). 



Soient y le complete formel de la fermeture projective Pg' Spec B dans 
Py et F sa reduction sur k. 

Comme P' est le normalise de P on a un triangle commutatif 




oil V est fini et j une immersion ouverte. Un systeme fondamental de voisi- 
nages stricts de Sk dans Sk est fourni par les intersections Vx de (Spec A)'^ 
avec les boules fermees P(0, A"*") C pour A — )■ 1"*" et V3^ = Spm A^, 
A\^ — limAx [B 3, (2.5.1)], [LS, 5.1]. Puisque v est propre, et etale au voi- 

sinage de S, il existe Aq > 1 tel que tout A, 1 < A ^ Aq, v induise un 
isomorphisme entre Vx et un voisinage strict Vx de Sk dans 5'/f[B3, (1.3.5)], 
[LS, chap 3] : on identifiera Vx et Vx dans la suite. 

Notons Pg' I'adherencc schcmatique de Spec B plonge diagonalement dans 
P[' Xy P2, Z = P3 le complete formel de P3 et Z sa reduction mod m. On 
a un diagramme commutatif 
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ou les Ui, Vi sont propres et les Ui sont etales au voisinage de X. D'apres [B 3, 
(1.3.5)], [LS, chap 3] Uik induit un isomorphisme entre un voisinage strict de 
]X[2 dans Zk et un voisinage strict de ~ ]X[;t' = '^k dans Xk et par 
suite un isomorphisme entre des systemes fondamentaux de tels voisinages 
stricts. De memc induit un isomorphisme entre un systeme fondamcntal 
de voisinages stricts dc ]X[-2 dans et un systeme fondamcntal {Wy)y dc 
voisinages stricts de Xk dans 3^^. Par composition il en resulte pour A' — )■ 
1"*" un isomorphisme entre les Wy et un systeme fondamental de voisinages 
stricts {W"„) de Xk dans Xk identifies ci-apres. Pour A > 1, il existe done 
A' > 1 et des immersions ouvertes 

Spm Bk^Xk-^ W;^, ^ r^'iVx) =: W^. 

Proposition (2.3.1). Avec les notations de 2.3 on a : 

(1) Si {V\)\ est un systeme fondamental de voisinages stricts de Sk dans 
Sk, alors {W\)\ := {hj^ (Kx))a ^st un systeme fondamental de voisi- 
nages stricts de Xk dans Xk- 

Si V\ = Spm Ax, alors W\ = Spm Bx ou B\ est la fermeture integrale 
de A\ dans Bk, et B\ est une A\-algehre fi,nie. 

(2) Supposons de plus f fini et plat (resp. fini et fidelement plat, resp.fini 
etale, resp. fini Stale galoisien de groupe G) etV\ = Spm A\. Alors il 

existe Aq > 1 tel que pour tout A, 1 < A ^ Aq, et W\ := Iik {Vx), 
morphisme induit par Hk 

hx hK\Wx • — ^ 

soit fini et plat (resp. fini et fidelement plat, resp. fini etale, resp. fini 
etale galoisien de groupe G), avec Vx lisse sur K et ^v^jk localement 
libre de type fini sur le faisceau coherent d'anneaux Oy^. 
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Demonstration. On utilise les notations du 2.3. 

(1) On a deja prouve la premiere assertion du (1) en (2.2.2.2) : prou- 
vons la seconde assertion du (1). On pent supposer A,B,P' et P" 

integralement clos. Comme Hk est fini, W\ — hj^ (Vx) est un affinoi'de 

note Spm Bx et Bx est une Ax-algehre finie [B-GR, 9.4.4 cor 2] ; on 
note hx '■= hK\Wx '■ = Spm Bx ^ Vx = Spm Ax- Puisque est la 
fermeture integrale de P' dans Spec B , il resulte de [EGA IV, 6.14.4] 
que Bx est la fermeture integrale de ^4;^ dans Bk- 
D'ou le (1). 

(2) La encore on peut supposer A et B integralement clos : on traitera a 
part le cas fini etale galoisien. 

Notons ip : A ^ B le morphisme fini tel que Spec ip : Spec B 
Spec A releve / [Et 5, theo (3.1.3)], et : A ^ B (resp. cp^ : A^ ^ B^i) 
le morphisme induit sur les separes completes (resp. sur les completes 
faiblcs). D'apres [loc. cit.], (/^'^ et sont finis et plats (resp. finis et 
fidelement plats, resp. finis etales) si et seulement si / I'est. Avec les 
notations du (2.3) on a : 

AJ^ = lim Ax, = lim Bx et <P^k ■ ^ 

> > 

est la limite inductive des (px'- Ax^ Bx [EGA IV, (8.5.2.1)] avec 

hx = Spm (ipx) : Wx = Spm Bx -^Vx^ Spm Ax. 

Si / est fini et plat (resp. ...) alors </?^ Test et pour A assez proche de 
1, (px Vest aussi par [EGA IV, 11.2.6, 8.10.5, 17.7.8], de meme pour hx. 
D'oia le (2) hormis la cas galoisien. 

Considerons a present le cas galoisien. 

Puisque / est galoisien il est surjectif ; ainsi 

h:X^SpiB 5 = Spf i 

est fini etale surjectif et galoisien dc groupc G, d'oii en particulier une 
injection : A ^ B. Par suite hx '■ Sk est fini etale surjectif et 

galoisien de groupe G. 
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Remarquons ensuite que puisque B est la fermeture integrale de A 
dans Aa[t]/{f) et que Spec A'^ — )■ Spec A est un morphismc normal [Et 
5, prop (1.1)], il resulte de [EGA IV, (6.14.4)] que = B ®a A^ est 
la fermeture integrale de dans (-B^)a = (^^)a M/(/) • pai^ suite 
est la fermeture integrale de dans {^J^^a.K M/(/)- L'anneau At est 
reduit par [Et 5, prop (1.7)], car A est reduit, et — >■ B'^ est fini etale 
car A ^ B I'est : done B'^ est reduit car est reduit [Et 5. Icmme 
(1.6)]. Ainsi -B^ est integralement ferme dans B [Et 5, theo (2.2)(2)ii] ; 
d'oii 5^ est la fermeture integrale de Ali^ dans Bk- 

On a vu ci-dessus que, pour A suffisamment proche de 1, 

h^:W^ = Spm By,^V^ = Spm A, 
est fini etale. Compte tenu du diagramme commutatif 



B 



K 



V 

Ak 



^By 



^A\ 



K 



^A 



la fieclie A\ B\ induite par h\ est injective, done h\ est surjectif. 
Choisissons un ensemble fini {xj} de generateurs de B\ sur A\. Comme 
chaque Xi est entier sur A\^ les elements g^^ixi) G Bk, pour g decrivant 

G et g^^ : Bk — > Bk induit par g^ sont aussi entiers sur Ax C AJ^, 
done a fortiori sur A^j^ — lim74^. Or on a vu que 5^ est la fermeture 

integrale de A^j^ dans Bk et que i?]^ est integralement ferme dans Bk '■ 
il existe done A', 1 < A' ^ A tel que pour tout i et tout g & G on ait 
gsj^i^i) £ -Sa'. Ainsi Taction de G s'etend de Xk a W^i — Spm S^' : 
en effet g & G definit un morphisme gxy : Wy — >■ Wx s'inserant dans 
le diagramme commutatif a carre cartesien 



Wx' 
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d'ou la factorisation de gwi par W^. 
Montrons que le morphisme fini etale surjectif 

est galoisien de groupe G. On a 

{Byf C [BKf = Ak; 

d'ou 

Ay ^{Bx'f ^Bx^HAk 
et on dispose d'un carre commutatif 

Ax'^ Ak 



Bx'^ ^ Bk 

avec Ax' By fidelement plat et Bk = Ak ®a^, By : d'apres [Et 2, 
prop 2] on en deduit 

Ay = By hAk^ {Byf, 

d'oia la proposition (2.3.1). □ 



3. Images directes d'isocristaux 

3.1 Sections surconvergentes 

On suppose donnc un diagrammc commutatif tel que (2.2.1). Pour un 
voisinagc strict W (resp. un couple de voisinages stricts W C W) de ]X[y 
dans on note aw {resp.aww) I'immersion ouverte de W dans ]F[y(resp. 
de W dans W). Si A est un faisceau d'anneaux sur 1^ et un ^-module, 
on pose [B 3,(2.1.1.1)], [LS, chap 5] : 

(3.1.1) jlyE := lim a^^^.a^yy^^E , 

w'cw 

la limite etant prise sur les voisinages W C W. 
De meme [B 3,(2.1.1.3)], [LS, chap 5] : 
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(3.1.2) 



(3.1.3) Si V est un voisinagc strict de JiSfx dans ]T[r, alors W = hj^ ^(V) ^ W[y — 
hy (y) est un voisinage strict de ]X[y dans ]Y[y [B 3, (1.2.7)], [LS, chap 
3] et on note hy la restriction de hy a W, et R^hK'jyE := R'hy*jYE. 

Proposition (3.1.4). Avec les hypotheses et notations de (3.1.3) supposons 
que hy : ]Y[y — >-]T[j- soit quasi- compact et quasi-separe; soit E un faisceau 
abelien sur W . 

(a) Supposons que h ^(T) — Y et h ^{S) — X ; alors, pour tout entier 
i 0, on a des isomorphismes canoniques 

(3.1.4.1) R'hv^UlE) ^ jlR%v*(E). 

(3.1.4.2) E^hK*(jlrE) ^ j\,R'hv{E). 

Si de plus h est une immersion fermee, alors 

(3.1.4.3) R'hvijlvE) = pour i ^ 1 

et le morphisme canonique 

(3.1.4.4) h*KhK*jlE ^ j^E 

est un isomorphisms 

(b) Si Von ne suppose plus que h ^(T) = Yeth ^{S) — X, alors, pour 
tout entier i 0, on a des isomorphismes canoniques 

(3.1.4.5) R'hv^UlE) ^ jlR'hv*{jlE). 

(3.1.4.6) R'hK^ij^yE) jl^R^hv^UlE). 



Demonstration 
(a) Les deux foncteurs 

et 

g-. E^ jlhv*E 

de la categoric C des faisceaux abeliens sur W dans la categoric des 
faisceaux abehens sur V sont exacts a gauche [B 3,(2.1.3)(iii)], [LS, 
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5.3]. Comme la categorie abelienne C admet suffisamment d'injectifs, 
les foncteurs derives droits et KQ existent et {R'T^i , {R'^G)i sont 
des 5- foncteurs universels : puisque jl^ et jy sont exacts [loc. cit.], et 
que aw '■ W ^ — >]y[y (resp. «y : V ^ — '']7'[r) est exact sur la categorie 
des j^Z-modules (resp. des jyZ-modules) [B 3, dem. de (2.1.3)], on est 
ramene pour le (a) a prouver que T — Q. 

Comme hy est quasi-compact et quasi-separe, il en est dc mcmc par 
changement dc base pour hy , done hy* commute aux limites inductivcs 
filtrantes : de plus les hypotheses entrainent que si V decrit un systeme 
fondamental de voisinages stricts de \S\r dans ]T[7-, alors hy^(y') — W 
decrit un systeme fondamental de voisinages stricts de ]X[;y dans ]Y[y 
[(2.2.2.2)] ; d'ou 

hv'UwE) = lim hv^a^ry^,*a^y^„E 

w'cw 

— lim aYy,*hv'*Ol^^^r,E 

v'cv 

— lim ayy„ayy,hv*E 

v'cv 

= jlhv*{E), 
ce qui prouve (3.1.4.1) et (3.1.4.2). 

Si h est une immersion fermee, alors Hk en est une aussi [B 3, (0.2.4) (iv)] 
, ou [Bo-Lii 1, §4] et [B-G-R, 9.5.3 prop 2 et 7.1.4 def 3], de mcmc que hy 
par changement de base : en particulier hy est quasi-compact ct quasi- 
separe. Ainsi (3.1.4.3) resulte de (3.1.4.1) et (1.3.3). Pour (3.1.4.4) on 
utilise la suite d'isomorphismes 

h*jJiK*3YE h*Kj\'hv*E (3.1.4.2) 

^ jlh*yhv*{E) [B 3, (2.1.4.8)], [LS, 5.3] 

^ Me) (1.3.3). 

(b) L'ouvert W = hy ^{V) est un voisinage strict de ]Xi[y (done de ]X[y) 
dans ]Y[y; la definition de jly{E) fait intervenir une limite inductive 
sur les voisinages stricts W' de ]X[y dans ]Y[y : si cette fois la hmite 
inductive est prise sur les voisinages stricts W^de ]Xi[y dans ]Y[y nous 
noterons jly^{E) le resultat, et on a [B 3, (2.1.7)], [LS, chap 5] 

jUe)= jI ojI^{E)= ojI{E). 
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D'ou, en appliquant (3.1.4.1) : 

de meme pour (3.1.4.6). □ 
3.2 Definition des images directes 

(3.2.1) On suppose fixe un diagramme commutatif tel que (2.2.1) et on fait 
I'hypothese supplementaire que h (resp p) est lisse sur un voisinage de X 
dans y (resp de S dans T) 




Soient E e Isoc\{X,Y)/yV), W un voisinage strict de ]X[y dans ]Y[y 
et Ew un Cvi/-module coherent muni d'une connexion integrable tel que 
jyEw —'■ Ey soit une realisation de E [B 3, (2.3.2)], [LS, 7.1]. Lorsque Y est 
propre sur W on notera Isoc\{X,Y) /W) = Isoc^{X/W) [B 3, (2.3.6)] : si 
de plus W = SpfV on notera Isoc^{X/SpfV) =: Isoc^{X/K). 

Pour E e /soct((X,r)/>V) Berthelot a defini dans [B 5,(3.1.11)] les 
images directes en cohomologie rigide (cf. aussi [LS, (7.4)] et [C-T, 10]) par 
la formule 

(3.2.1.1) M7„^,((X,F)/r;i?) RhK^ijlE^ ®o,y,^ ^'y^y/rj, 

:= Rhy* {jyEw ®e)]y[j, ^]Y[y/]T[r) ; 

et la cohomologie de ces complexes est independante du y choisi [B 5, (3.1.2)], 
[LS, 7.4.2]. 

Lorsque X — Y, alors / : X ^ T et on obtient la cohomologie convergente : 

(3.2.1.2) Rj^AiX,Y)/T;E) := RJ,,^.{{X, X)/T; E). 

(3.2.2) Sous les hypotheses (3.2.1) supposons dc plus h propre : ainsi Y est 
une compactification X = Y dc X au-dessus de T. Berthelot definit alors 
'rig*{X/T;E) par la formule [B 5, (3.2.3)] ( cf. aussi [LS, 8.2]) 
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(3.2.2.1) M/h,* WT; E) := R/,,,.((X, X)/r; E); 



et la cohomologie de ce complexe est independante du X choisi [B 5,(3.2.2)] 
[LS, 8.2.1] [C-T, 10.5.3]. 

3.3 Changement de base 

(3.3.1) Avec les notations de (2.2) on considere un parallelepipede commu- 
tatif 

(3.3.1.1) 




dans lequel le cube de gauche est forme de A;-schemas separes de type fini, les 
morphismes g, h, g' , h , p, p' , 9 sont des morphismes de V-schemas formels 
(V-schemas formels que I'on supposera separes, plats et de type fini), les j 
(resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermees). On suppose 6 lisse 
et X' = X xs S',Y' = Y Xt T', et y = 3^ Xr V. 
On verifie alors facilement que Ton a 

(3.3.1.2) ]X'[y^]X[yX]s[r]S'[T': ]y'[yHy[yX]T[r]T'[T'. 

Soient V un voisinage strict de ]S[t dans ]T[t et V un voisinage strict 
de ]S'[t' dans ]T'[t' tel que V C gK\y)^]T'[r' ; alors W := hK\v)n]Y[y 
est un voisinage strict de ]X[y dans ]Y[y et W := hj^ {V')n]Y'[y est un 
voisinage strict de ]X'[y' dans ]Y'[y, tel que W C g'x iW)n]Y'\y,. 
Notons 

hv-.W ^V, gv-.V ^V, h'y, : W V, et g[y:W' 
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les morphismes induits respectivement par Hk, Qki ^ki ®^ 9'k- 
Ainsi on dispose d'un cube commutatif 



(3.3.1.3) 




dans lequel W XyV et y'^ ^ yx ^Tk T'k- 



Lemme (3.3.1.4). Avec les hypotheses et notations de (3.3.1) supposons de 
plus que g soit plat (resp. que g soit lisse sur un voisinage de S' dans T' ). 
Alors il exists un voisinage strict V de ]S'[r' dans ]T'[t-' tel que gy soit plat 
(resp. que gy soit lisse). 

Demonstration. Dans le cas plat c'est clair puisque ^^est plat ; dans le cas 
lisse, c'est [B 3, (2.2.1)], [LS, chap 3]. □ 

Definition(3.3.1.5) Soit £ un j\,Ov-module ; son image inverse surconver- 
gente est definie par la formule 

lorsque S est une realisation d'un isocristal E e Isoc\{S.iT)/W) on ecrira 
aussi 

{ip,Tpy{£) = {ip,ip,g)\£) = jUTk^). 



Theoreme (3.3.2) Sous les hypotheses (3.3.1) supposons que h ^{T) — 
Y, h (S) — X et hy propre ( cette derniere hypothese est verifiee si h est 
propre). 

(3.3.2.1) Soit Eyy un Oy/-T^odule coherent. Alors, pour tout entieri ^ 0, on a : 

(1) W-hK'ijyEw) est un jl,0]T[^-module coherent et on a un isomor- 
phisme 

B}hK*{j^yEw) ^ 3\^R'hv*{Ew). 
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(2) Supposons de plus gv plat; alors 

(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur- 
convergent 

{ip,cp,g)\irhK*AEw) ^ irh'^4g%j^yEw) 

~ R%4jl,g'^Ew) 
~ jl,R'h'y4g'^Ew). 

(ii) Si de plus ~^{S) = S', les isomorphismes precedents de- 
viennent 

TKR'hK^jlEw ^ R%,{jl.,g'^Ew) 
~ jlR'h'y„{g'^Ew), 

et Von a des isomorphismes 

g*yR'hv*jlvEw ^ R%„{gwjwEw) 
~ R%,.jl^„g'^Ew. 

(3.3.2.2) Soient E^ un complexe borne de Ow-fnodule coherents et 

Alors, pour tout entier i ^ 0, on a : 

(1) R^hK'ijyEly) est un jl.OYr[r-fnodule coherent et on a un isomor- 
phisme 

WhK'UlE'^) ^ j^^R^hv*E'^. 

(2) Supposons de plus gv plat ; alors 

(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur- 
convergent 

{^,^,g)\R!hK*3\^E'^) ^ R't^^ijlg'^E'^) 

~ 3Jr,R%>^{E'^>). 

(ii) Si de plus Tp "^(5*) = 5", les isomorphismes precedents de- 
viennent 

tKi^hK*AEw - r:%,{A,e'^') 

~ jl,R'h'y,.{E'^,), 

et Von a des isomorphismes 

tvR'hv'jwE'w - R"h'y:*gw3wEw 
— R^hy,*j^,gyyEy^. 
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Demonstration 

Le (1) de (3.3.2.1) resulte de (3.1.4.2) et (1.2.1). 

Pour le (i) de (3. 3. 2. 1)(2) on considere le diagramme commutatif 




dans lequel le carre du haut est cartesien et Lp 
d'isomorphismes 



fioj. On a alors une suite 



^ jl>gKR'hK*jlEw 
jT'R^^'vd'wEw 



_k*Jy'9 w^w 
RhK*g'K3YEw 



[(3.3.1.5)] 

[B 3, (2.1.4.8)], [LS, (5.3)] 
[B 3, (2.1.7)1, [LS, (5.1)1 
[(1.2.1)(2)1 
[(3.1.4.2)] 

[B 3, (2.1.4.8)1, [LS, (5.3)]. 



Pour le (a) de (3.3.2. 1)(2) il sufRt de remarquer que les hypotheses im- 
pliquent que {Lp,Tp,'g) ^(S) = 'g*K{£) pour tout faisceau abclicn S sur Tk ', la 
derniere assertion resulte de (3.1.4.1), [B 3,(2.1.4.7)] ou [LS, 5.3] et (1.2.1) 
comme ci-dessus. 

Pour (3.3.2.2) on precede de meme en utilisant cette fois le (1-2.2) du 
theoreme (1.2). □ 



Remarque (3.3.3) En fait, dans le (3.3.2.1) (2) (ii) du theoreme precedent, si 
Ton ne suppose plus I'existence de ^, mais que Ton suppose toujours I'exis- 
tence du carre cartesien 



v 



9v 



V, 



on obtient, pour tout Ow-T^odule coherent E^, un isomorphisme de chan- 
gement de base 

g*yR'hv*jlvEw ^ R'h'y„g'^j\^Ev 



(3.3.3.1) 



-> R''h'v"iw'gwEw- 
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De meme, pour le (3.3.2.2) (2) (ii) du theoreme, on a un isomorphisme 
(3.3.3.2) g*yR'hv^jwKEw) ^ R'h'y„jl,{E'^,). 



3.4 Sur convergence des images directes. 

Nous allons considerer dans le prochain theoreme I'une des trois situa- 
tions suivantes. 

(3.4.1) Dans le premier cas, nous considerons un diagramme com- 
mutatif satisfaisant aux hypotheses de (2.2) 



(3.4.1.1) 




et un diagramme commutatif 



(3.4.1.2) 




tel qu'en prenant I'imagc inverse de (3.4.1.1) par (3.4.1.2) on obtienne un 
parallelepipede commutatif tel que (3.3.1.1). On suppose de plus les carres 
de (3.4.1.1) cartesiens {h (T) = Y , h (S) = X), h propre, h lisse sur 
un voisinage de X dans y, 9 lisse, p (resp p') hsse sur un voisinage de S 
dans T (resp de <S" dans T')- On suppose egalement satisfaite I'une des deux 
hypotheses suivantes : g est lisse sur un voisinage de S' dans T', ou ^ est plat. 

(3.4.2) Dans le deuxieme cas, nous considerons un diagramme com- 
mutatif tel que (3.4.1.1) et un diagramme commutatif 



IT 



(3.4.2.1) 



f 
S' 



3t' 



T 



-r- 
r 



e 

W 
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satisfaisant aux memes proprietes que (3.4.1.2) excepte I'existence de g, mais 
en supposant p propre, et nous noterons 

X'^XxsS' Y'^YxtT' 

et 



X ^ 



(3.4.2.2) 




s' ^ : 

Jt' 



I'image inverse par {ip, ip) de (3.4.1.1). 



(3.4.3) Dans le troisieme cas, qui generalise le premier, nous considerons 
des diagrammes commutatifs tels que (3.4.1.1) et (3.4.2.1) mais sans suppo- 
ser p propre. Par contre nous supposons de plus I'existence d'un diagramme 
commutatif 



(3.4.3.1) 



satisfaisant aux memes hypotheses que (3.4.1.1), et dans lequel X',Y' satis- 
font aux proprietes de (3.4.2.2). 




Dans le cas relevable le theoreme suivant resout une conjecture de Ber- 
thelot [B 2, (4.3)] et generahse le theoreme 5 de loc. cit. 

Theoreme (3.4.4) Pour tout entier i ^ 0, on a : 
(3.4-4-1) Sous les hypotheses (3.4-3), on a : 
(i) f induit un foncteur 

B}J,,g^{{XX)m-) : Isoc\{X,Y)lW) ^ Isoc\{S,T)/W). 
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(ii) il existe un morphisme de changement de base 

et celui-ci est un isomorphisme dans Isoc\(S' ,T')/W). 
(3.4-4-2) Sous les hypotheses (3.4-2) on a : 

(i) f induit un foncteur 

R'fri9*iX/T; -) : Isoc'{X/W) Isoc\S/W). 

(ii) L' isomorphisme de changement de base de (3.4-4-l)('i'i) existe et 
devient 

(Hi) Si de plus p' est propre, alors I'isomorphisme de (ii) precedent 
devient un isomorphisme dans Isoc\S' /W') : 

cp*R^U,4X/T;E) ^ R^fU,SX'/V-,rm- 

(iv) Si S' — T' , I'isomorphisme du (ii) precedent devient un isomor- 
phisme dans Isoc{S'/W) : 

ip*rTR'frUX/r;E) Rf'^^^{X'/V-,^'\E)) 

ouE Ei Isoc{X/W) est I'isocristal convergent associe a Ee Isoc\X/W) 
par le foncteur d'oubli Isoc\X/yV) Isoc{X/W). 
En particulier si S' — T' — S, on a un isomorphisme 

j^R^frig*{X/T]E) — ^ R''fconv*{X/T;E) 

(3.4.4.3) Sous les hypotheses (3.4.3) avec S ^ T et S' ^ T' on a : 

(i) f induit un foncteur 

R'fconv* ■■ IS0C{X/W) IS0C{S/W). 

(ii) II existe un isomorphisme de changement de base dans Isoc{S' /W') 

^*R^fconv4X/T;S) ^ R^f^^,,{X'/r;^'*{S)). 
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Avant de donner la preuve du theoreme, faisons quelques remarques 



Remarques (3.4.4.4) : 



(i) Sous les hypotheses de (3.4.4.2) (iii), et en supposant de plus que (p est 
I'identite de S et ^ I'identite de W, I'isomorphisme de changement de 
base preuve que R} frig*{X/T] E) est independant du schema formel T 
dans lequel S est plonge (avec bien sur T propre sur >V, p lisse sur un 
voisinage de S dans T et h verifiant (3.4.4)). 

La meme remarque s'applique a fconv*{^ /T; S) . 

(ii) D'apres [Et 5, theo (3.2.1)] les hypotheses de (3.4.4.2) (hi) sont verifiees 
pour W = SpfV, S afhne et lisse sur k et certains morphismes / pro- 
jectifs et hsses. 

(iii) En conjuguant (i) et (ii) nous en deduirons plus loin [Theoreme (3.4.8.2)] 
que les constructions se recollent pour certains morphismes / projectifs 
lisses et S un fc-schema lisse ( plus necessairement affine). 

Demonstration de (3.4-4)- 

Le (3.4.4.3) est consequence directe de (3.4.4.1). 

La preuve de (3.4.4.1) et (3.4.4.2) va se faire en six etapes que Ton precise 

ici : 



Dans les quatre premieres etapes on va faire la preuve de (3.4.4.1) sous 
I'hypothese plus particuliere (3.4.1) (i.e. existence dc 'g) : 

- etape (T) : montrer que R^fj.^g^{{X,Y)/T;E) est un module 
coherent. 

- etape (2) : montrer I'isomorphisme de changement de base (3.4.4. l)(ii) 
lorsque Tp^^{S) = S'. 

- etape (3} : achever la preuve dc (3.4.4. l)(i). 

- etape (a) : achever la preuve de I'isomorphisme de changement de base 
(3.4.4.1)(ii). 

- etape (s) : on prouve (3.4.4.1) sous les hypotheses (3.4.3). 

- etape (o) : on prouve (3.4.4.2). 



38 



— 1 , 



— 1 . 



Plagons-nous d'abord sous les hypotheses (3.4.1). 

On se donne done un diagramme tel que (3.3.1.1) avec h "(T) —Y,h ^{S) 

X : on note S[ — ^"^(5') et S' A S[ S la factorisation de (p ou j est une 
immersion ouverte ; on en deduit un diagramme commutatif a carres verti- 
caux cartesiens 




Pour E e Isoc'{{X,Y)/W) on notera {Lp,Tp)*[E) son image inverse par le 
couple (<^,^) [B 3, (2.3.2) (iv)], [LS, chap 7] pour preciser la dependance en 
Lp et Tp : d'autres images inverses seront utilisees, que le contexte precisera 
(cf. def. (3.3.1.5)). 

Etape (l). Avec les notations de (3.2) il existe un voisinage strict W de ]X[y 
dans ]Y[y tel que Ey :— jyEw soit une reahsation de E, et d'apres (2.2.2.2) 
on peut supposer que W est de la forme W — hy (V) pour un voisinage 
strict V de jSlj- dans jTlf] de plus on a un diagramme commutatif 



]X[y^ 

hx 



]s 



T 



K 
Tk 



dans lequel les carres sont cartesiens et oia les fieches horizontals sont des 
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immertions ouvertes, hx est propre et hx est propre et lisse [(2.2.3.2) (i)] : 
quitte a restreindre V on peut supposer via [(2.2.3.2) (ii)] que hy est propre 
et lisse. 

Or f ^^g,{{X, Y)/T] E) est Faboutissement d'une suite spectrale de terme 
E\-' donne par 

avec filtration 

FiV := FilXj^yEw^^'iYiyiTK) 
et on a une suite d'isomorphismes 

~ aw'{3wEw ®Ow (^^vi^Yiy/TK)) 

- (^w-Uw^w ®Ow ^w/Tk^ car aw est etale 

- aw'UwEw ®Ow ^V/y) car ay est etale 

~ aw*{j\vOw Ew ®Ow 0.\^,y) [B 3, (2.1.3)], [LS, chap 5] 

- aw*3w{Ew ®Ow ^w/v) [^oc cit.] 

oil ^wjy est un O^y-module coherent et localement libre [(2.2.3.2(1)]. D'apres 
(3.1.4) on en deduit un isomorphisme 

^ j\.R^hv*{Ew®Ow^w/vy^ 

or Whv*{Ew ^w/v) Oy-module coherent d'apres le theoreme 

(1.2), done E]^^ est un j|,C]r[^-module coherent. Comme la filtration Fi^ est 
finie, il en resulte que I'aboutissement E) est un JrO^Tir- 

module coherent. Remarquons que pour prouver cette coherence on aurait 
pu appliquer le (1) de (3.3.2.2). 

Etape (2). On a vu a I'etape (T) que 

irJ,,^,{{X,Y)/r;E) I^hK*{jlEw^o,,,^n^iy/Tj 

et les Ew ®Ow ^w/v ^C'nt des Ovy-module coherents. 

Puisque ou bien g est plat, ou bien g est lisse sur un voisinage de 5" dans T', 
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on peut d'apres (3.3.1.4) et quitte a restreindre V supposer gy plat : le (2) 
de (3.3.2.2) nous fournit alors Tisomorphisme de changement de base 

(3.4.4.1.1) rKR'7rig*iix,y)/r;E) ^ i?T„,.((^(,n/r';(^;,^')*(^))- 



Etape (3). En reprenant la construction de la connexion de GauB-Manin 
decrite explicitement par Katz dans [K, 3.4 et 3.5] on prouve que cette 
connexion agit aussi bien sur le terme El'-' que sur I'aboutissement [loc. cit., 
theo. 3.5] : ainsi R^frig*{X/T'', E) est muni d'une connexion V* (de Gaufi- 
Manin) integrable. Pour construire cette connexion de GauB-Manin V* on 
peut aussi etablir des isomorphismes [B 3, (2.2.5.1)], [LS, chap 7] verifiant 
la condition de cocycles : cette construction coincide avec la precedente [B 
1,V, 3.6.3, 3.6.4, 3.6.5], et cette deuxieme construction va nous permettre 
d'etablir la surconvergence de V*. 
On a un diagramme commutatif a carres cartesiens 



r^=(iyxft) 

y ^y xw T- 



r- 



At 



hxlj- 

T xwT - 



Pi 



Pit 



y 



r, 



on P17-, Pi sont les premieres projections, est le morphisme graphe de h 
et A7- est le morphisme diagonal : est une immersion fermee puisque T 
est separe sur W ; on note alors ]^[j;xwT 1® tube de Y dans y Xy^T pour 



I'immersion fermee composee Y — > y 



y XwT, et ]T[r2 celui de T 



dans pour I'immersion fermee T 
D'apres (2.1.2) on a alors un diagramme commutatif a carre cartesien 



(3.4.4.1.2) 




ou h'l, h'l, h sont induits respectivement par hx x 17-^, ly^^ x hx ct hx x hx- 
On a de meme un diagramme analogue (3.4.4.1.2)' avec p2 a la place de pi 



41 



•) . . . 

D'apres (3.2.2.1) et [B 5, (3.2.3) et (3.1.11)(i)] ou [LS, 7.4] on a les isomor- 
phismes canoniques 

^ plrR%{Ey^Q^Y[y/rK) [etape @] 
= plTR%iAiX,Y)/r;Ey, 

ravant-dernier isomorphisme ci-dessus est realisable via I'etape (2) car p 
etant lisse sur un voisinage de 5" dans T, pir : T Xyy T — > T est lisse sur un 
voisinage de S dans T Xy^T. 
Or risomorphisme [B 3, (2.2.5.1)], [LS, 7.2] 

Ply{Ey) plyiEy) 

assurant I'existence d'une connexion (surconvergente) sur Ey fournit aussi 
les isomorphismes 

RK{ply{Ey) ® ^V[^,/ri) ^ B^K{ply{Ey) ® ^V[^,/Ti)' 
c'est-a-dire, par les memes arguments que ci-dessus, des isomorphismes 

(3.4.4.1.3) p;^i?7„,*((^, E) ^ i?7„,*((^, y)ir^-, E) ^ p\rRl„g^{{X, Y)/r-, E) 

satisfaisant aux conditions de [B 3, (2.2.5)], [LS, 7.2]. De plus la connexion 
surconvergente sur R} f^^g^{{X, Y)/T] E) obtenue par Fisomorphisme (3.4.4.1.3) 
est bien celle de GauB-Manin [B 1,V, 3.6.4]. 
Ceci acheve la preuve de I'etape (^. 

Etape 0. Puisque K^J„y^{{X,Y)/T; E) est un isocristal sur convergent le 

long de T \ S", son image inverse par {f,Tp) est, d'apres I'etape (5), I'image 
inverse par {j,idT') de I'isocristal surconvergent (le long de T'\S[) 

irrrig*{{KY')/r;{<p[,Tpr{E)) ^ 

Le Oy/-module 

£y, := R^hy„{g'^{Ew) ^o^y, ^w'/v) 

est coherent, et par definition des images inverses [B 3, (2.3.2) (iv)], [LS, chap 
5] on a 

(j,^c^T')*(jiV(^^))=4'(^^'); 
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or d'apres [(3.3.2.2) (1)] on a 



d'ou Fisomorphisme de changement de base 

(3.4.4.1.4) {^,lpYB'J^,^^{{X,Y)/T;E) B^t,^^{{X',Y')/r;{^',W)*m, 
qui est celui de (3.4.4.1)(ii). 

Etape (5). Plagons-nous sous les hypotheses (3.4.3) et prouvons (3.4.4.1) 
dans ce cas. 

Considerons les parallelepipedes commutatifs suivants dans lesquels les faces 
verticales sont cartesiennes 



,-t (J* 



(3.4.4.1.5) 




Pit" 



(3.4.4.1.6) 



X' 



X"~ 

\f' 



3y' 



r 



■y" 



Y 



/C 



■y 



3t' 



T 



id 



h 



P2T" 



r 



ou Pi est la projection sur le facteur et i^, = (ir o i^')- 
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On forme aussi le carre cartesien 



y 



U2 



■y" 



(3.4.4.1.7) 



y" 



T" . 



Comme ui et U2 sont propres, et lisses sur un voisinage de X' dans y, on 
pent d'apres [B 5, (3.1.2)] ou [LS, 7.4] faire le calcul de 

a I'aide de la cohomologic dc dc Rham, aussi bien avcc h , h ' o m = h o 
U2 ou h , qui sont tous les trois propres, et lisses sur un voisinage de X' 
respectivement dans y"',y et y". Or pi-/-// (resp P2T") etant lisse sur un 
voisinage de S' dans T", on a d'apres I'etape (T) des isomorphismes de 
changement de base (le premier calcule via h et le second via 

{^,^,p,r"rI^7r^,.{{x,y)/r■,E) ^ i?%^,((x',F')/r"; {^',Wm , 

{P2T"r ■■ R7:.,,A{X\Y')/T';{v\^)\E))^R%^^{{X\Y')/r';{^',W 
et les seconds membres coincident en faisant le calcul de la cohomologie de 
de Rham via h o ui — h o U2- Ceci acheve la preuve de I'isomorphisme 
de changement de base : d'oii, ici encore, I'isomorphisme (3.4.4.1.3). Comme 
I'etape (T) s'applique on a prouve (3.4.4.1). 

Etape (g). L'etapc(3) reste inchangcc puisqu'on pent faire les changcments 
de base par pij- et p2r car ils sont lisses sur un voisinage de S dans Txy^;T ■ 
en particuher R^fj.^g^{{X, Y)/T; E) est un isocristal surconvergent le long de 
T\S. Soit Wo la reduction sur k de W. On note 



(3.4.4.2.1) 



f" 



Jy" 



Y' 



//c 



7" 



I'image inverse de (2.2.1) par le diagramme commutatif 



h" 



sc — ^^yc — !i — 



(3.4.4.2.2) 



Pis 



•II c 



3t" 



T 



Pit 
I//C 



Pit" 



%rptt 



T" 



ou les pi sont les projections sur le premier facteur : h" est propre et h" est 
lisse sur un voisinage de X" dans y". 
De meme 



X 



111 ^Y' ' > V" 



(3.4.4.2.3) 



/' 



S 



I c 



■T 



f 



h" 

T" 



JrpI irpll Olprp 

est I'image inverse de (3.4.4.2.1) par le diagramme commutatif 



7'r" , l-rff 



(3.4.4.2.4) 



■^t={'pAt') 



Jt' 



T" 



oil i^s-ii^T sont des immersions fermees et ■^y est I'immersion fermee definie 
par le carre cartesien 



Y' 



I c 



T 



7" 



En appliquant (3.4.4.1) (ii) au changement de base par pij- et tjjx on obtient 
un isomorphisme 

Puisque le carre suivant commute 



PlT°i'T='<P 

T 



It 



r 



'I c 



Pit" 



pour prouver (3.4.4.2) il suffit d'apres [B 3, (2.3.2) (iv)] ou [LS, chap 7] de 
prouver que la projection sur le second facteur p2T" '■ ^" ~^ ^' induit un 
isomorphisme 

plr"I^l'ri,.{{X\Y')/r-Av\W{E))^I^t,^^^^^^ 
Considerons alors le diagramme commutatif a carre cartesien 
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P2T" 



D'apres les hypotheses faites sur p, p2r" 6st propre et p2r" 6st hsse sur un 
voisinage de S" dans T" : ainsi p2r" ° h est propre et p2r" ° h est hssc sur 
un voisinage de X' dans y" ; par suite en apphquant (3.4.4.1) on en deduit 
que 

sont des isocristaux surconvergents et puisque iyn est propre, que Ton a des 
isomorphismes (oii piy -.y^y est la premiere projection) 



R'h!l{i*„plyPly{Ey) ® OV , ,,) [B 5, (3.2.2)] 



y 



- ^%,.((^',n/r";(^',V^')*(i^)) [(3.2.2)]; 



au Ueu dc [B 5, (3.2.2)] ci-dessus on pent utiUscr [LS, 7.4]. D'ou (3.4.4.2), 
compte tenu des definitions (3.2). Ceci acheve la preuve de (3.4.4). □ 

(3.4.5) 

(3.4.5.1) Supposons donne un diagramme commutatif 




dans lequel le carre est cartesien, / est un morphisme propre de fc-schemas 
separes de type fini, het p sont des morphismes de V-schemas formels separes 
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plats de type fini, h est propre, h (resp p) est lisse sur un voisinage de X 
(resp S) dans y (rcsp T), jy et jy sont des immersions. Soit T I'adherence 
schematique de S dans T et 

^ — >T 



3t «t 

la factorisation de jr '■ jr est une immersion ouverte dominante et ir est 
une immersion fermee. On note Y — h (T) et f :— h^^ ■ Y ^ T. Avec les 
notations precedentes on est done dans la situation (2.2.1) avec / ^{S) — X. 

(3.4.5.2) Supposons de plus donne un diagramme commutatif 

JT ^ P 




dans lequel 99 est un morphisme de /c-schemas separes de type fini, 'g, p' sont 
des morphismes separes de V-schemas formels separes plats de type fini, p' 
est lisse sur un voisinage de S' dans T', 6 est lisse et j-j-' est une immersion. 
On definit f : X' ^ S' par le carre cartesien 




On note T' I'adherence schematique de S' dans T' et 

s' ^ r' 

la factorisation de j-j-' par I'immersion ouverte dominante jV et I'immersion 
fermee It' '■ g induit un fc-morphisme Tp : T' ^ T . 

Par image inverse de (3.4.5.1) par (3.4.5.2) on obticnt un parallelepipede 
commutatif tel que (3.3.1.1), dont on reprend les notations; on en deduit : 

Corollaire (3.4.5.3). Sous les hypotheses (3.4-5.1) et (3.4.5.2) les parties 
(3.4.4-1) (3-4-4-3) du theoreme (3-4-4) ^ont valides- 

(3.4.5.4) Supposons donne cette fois un diagramme commutatif 
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dans lequel est un morphisme de /c-schemas separes de type fini, Pip'16 
sont des morphismes (separes) de V-schemas formels separes plats de type 
fini, 9 est lisse, p (resp p') est lisse sur un voisinage de S dans T (resp de 
S' dans T'), Jr ct jr' sont des immersions. Et on suppose de plus que p est 
propre. D'apres I'etape (g} de la demonstration du theoreme (3.4.4) on a 
montre : 

Corollaire (3.4.5.5). Sous les hypotheses (3.4-5.1) et (3.4.5.4) la partie 
(3.4.4-2) du theoreme (3.4.4) s' applique. 

3.4.6. Sous les hypotheses de (3.4.5.1) avec k parfait supposons que W = 
Spf V et que p : T ^ Spf V est lisse sur un ouvert S de T, avec S contenu 
dans S. 

Soient is : s = Spec k{s) ^ S un point ferme de S* et : — )■ s la fibre 
de / en s. On note V{s) = W{k{s)) ®w V,ouW = W{k), W{k{s)) sont les 
anneaux de vecteurs de Witt a coefficients dans k et k{s) respectivement, et 
K{s) le corps des fractions de V(s). Le morphisme is definit des foncteurs 
images inverses [B 3, (2.3.2) (iv) et (2.3.6)], [LS, chap 7] 

(3.4.6.1) it*: Isoc\{S,T)/V) ^ Isoc^Spec k{s)/K{s)) 

Isoc(Spec k(s)/K{s)), 

qui, pour p propre, devient 

(3.4.6.2) il* : Isoc\S/K) Isoc\Spec k{s) / K{s)) 

Isoc{Spec k{s)/K{s)), 

et qui, pour S = T, devient 

(3.4.6.3) i*: Isoc{S/K) Isoc{Spec k{s)/K{s)). 

Nous allons donner maintenant une realisation explicite de ces foncteurs : 
dans la notation il*, le ()t n'est pas utile, sauf pour insister que I'on travaille 
avec la categoric surconvergente, et pas seulement la convergente. 
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Dans le carre cartesien de V-schemas formels plats et separes 



U{s) 



Spf V{s) 



SpfV 



les morphismes u et u' (resp v et v') sont finis etales (resp lisses et separes). 
Par lissite de S sur V le morphisme compose 



Speck{s) 
se releve en un morphisme separe 

gs : Spf V{s) S . 

Par la propriete universelle du produit fibre, Qg se factorise en 

: Spf V{s) A U{s) A S 

avec v' o gs = Idspj v(s) '■ on en deduit que gs est une immersion fermee. En 
notant g^ le morphisme compose 

g, : Spf V{s) Ji^S ^r, 

les foncteurs il* et i* sont induits par g* [B 3, (2.3.6) et (2.3.2) (iv)], [LS, 
chap 7] , ce qui fournit une realisation explicite de ces foncteurs comme nous 
I'annoncions. 



Theoreme (3.4.7). On se place sous les hypotheses et notations de (3.4-6). 

(3.4-7.1) Soit E G Isoc\{X,Y)/V). Alors, pour tout entier i ^ et tout point 
ferme s de S, on a des isomorphismes 

il*R'J,,^,{{X,Y)/r; E) ~ R'fsriAXs/V{s);Ex^ 

^ R'fs conv*{Xs/V{s);Ex^) 



HUSXjK{s)-E 



Hl^,{XjK{s)-Ex. 



oil Visocristal convergent Ex^ € I sac {Xs/K{s)) = Isoc^ {Xs/K{s)) 
coincide avec Visocristal surconvergent Ex^ G Isoc^ {Xs/ K{s)). 
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(3.4-7.2) Supposons p T ^ Spf V propre et soit E e Isoc^ (X/K). Alors, pour 
tout entier i et tout point ferme s de S, on a des isomorphismes 

il*R'frig.iX/T; E) ~ R'f,rig*iXs/Vis);ExJ 

^ Rfsconv.{XjV{s);E^:) 

m,^{XjK{sy,ExJ 
= Hl^^{XjK{sy,E;^J 

oil I'isocristal convergent Ex^ £ Isoc {Xs/K{s)) = Isoc^ {Xs/K{s)) 
coincide avec I'isocristal surconvergent Ex^ € Isoc^ [Xg/ K[s)). 
(3.4.7.3) Supposons que S = T et soit S G Isoc {X/K). Alors, pour tout entier 
i et tout point ferme s de S, on a des isomorphismes 

ilR'fconv*{X/r; E) ~ R'fsconv*iXjVisy,£xJ 

= Hl,,jXjK{sy,SxJ. 

Demonstration. On applique le changement de base par {is, gg) et les corol- 
laires (3.4.5.3) et (3.4.5.5). □ 

3.4.8. Soient S un /c-schema lisse et separe et / : X ^ S un /c-morphisme 
projectif et lisse. Notons 5" = (J Safi une decomposition de S en reunion 

a 

d'ouverts connexes affines Safi — Spec{Aa,o), A^ — V[ti, ...,td„]/ Ja une V- 
algebre lisse relevant Aa,o dont on a fixe une presentation et 5*0, = 5*^60(^0,). 
On designe par 5*0, 1'adherence schematique de Sa dans Py", par (resp Sa) 
le complete formel m-adique de Sa (resp So) et par 

fa '■ Xa,0 = X Xs Safi > Sa,0 

la restriction dc /. Quitte a decomposer X„ en somme disjointe de ses com- 
posantes connexes on pent supposer Xafi connexe. D'apres [Et 5, (3.2.1.1)] 
il existe un carre cartesien 




dans lequel ha est projectif, ha est un relevement projectif de fa et les fleches 
horizontales sont des immersions ouvertes. Lc complete formel de ce carre est 
d'apres [Et 5, theo (3.2.1)] un carre cartesien de V-schemas formels 



(3.4.8.1) 
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dans lequel ha est projectif, ha est un relevement projectif de la restriction 
fa de / et les fieches horizontals sont des immersions ouvertes. 

Theoreme (3.4.8.2). Sous les hypotheses (3.4-8) supposons que, pour tout 
a, Xa est plat sur V. Alors, pour tout entier i 0, on a un diagramme 
commutatif de foncteurs naturals induits par f et definis ci-apres en (3.4-8.5) 

Isoc^X/K) > Isoc\S/K) 



Isoc{X/K) > Isoc{S/K) 

ou les fieches verticales sont les foncteurs d'oubli. 

De plus ces foncteurs commutent d tout changement de base S' ^ S entre 
k-schemas lisses et separes; en particulier ils commutent aux passages aux 
fibres en les points fermes de S. 

Demonstration. Puisque, pour tout a, Xa est plat sur V, le theoreme [Et 5, 
theo (3.2.1)] prouve que ha est un relevement projectif et lissc dc la restriction 
fa de /. Soient E e Isoc\X/ K) et Ea sa restriction a Xa : grace a I'existence 
du carre cartesien (3.4.8.1) dans lequel ha est un relevement projectif et lisse 
de fa on conclut a I'aide du theoreme (3.4.4) que 

R' farig*{Xa,o/<Sa; Ea) G I SOC^Safi/ K) - 

Montrons que celui-ci ne depend que de Sa,o et non de Sa- 

Supposons donnes un A;-schema propre S'a^, un V-schema formel propre 
S'^, une immersion ouverte dominante j^ q : S'^^o ^ q et une immersion 
fermee q : 5"^ q ^ 5^ q tels que le morphisme <S^ — > SpfV soit lisse sur 
un voisinage de Sa,o dans S'a- Notons Ta,o I'adherence schematique de Sa,o 
plonge diagonalement dans Sa — Safi Xk -S'^. q ^t Sa — SaXySa- On a un 
diagramme commutatif 



Oa,0 ^ 1 a,0 ^ S 



(3.4.8.3) id 



Pa 

C 



a 

Pl,a 



Sa,0 *~ : ^ SaO „ 

JS ' ^S 

dans lequel les fieches verticales sont induites par la premiere projection, les 
i (resp les j) sont des immersions fermees (resp ouvertes). Comme Pa est 
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propre, le foncteur {Pa,Pi,a)* equivalence de categorie [B 3, (2.3.5)], 

[LS, 7.1] dc la categorie des isocristaux sur Safl/K surconvergents le long de 
Za,o = Sa,o\Sa,o dans la categorie des isocristaux sur Safl/K surconvergents 
le long de Z'^ q = Ta,o\Sa,o- De plus Pi ^ est propre, et lisse sur un voisinage de 

Sa,Q dans 5^, done par le theoreme (3.4.4) on a isomorphisme de changement 
de base 

et de meme 

d'oia un isomorphisme canonique 

(3.4.8.4) R^farig*{^a,o/^a]Ea) —^R^farig*{Xa,o/^a'jEa). 

Ainsi farig*iXa,o/Sa] Ea) ue depend que de Sa,o] de plus sur Sa,o n Sp^ 
ces isocristaux se recoUent car on a des isomorphismes analogues a (3.4.8.4) 
et verifiant la condition de cocycles. Ces donnees qui se recoUent fournissent 
un isocristal surconvergent sur S/K [B 3, (2.3.2)], [LS, 8.1] note 

(3.4.8.5) R'frig*{E), 

et c'cst le seul possible d'aprcs le theoreme dc pleine fidelite de Kcdlaya 
[Ked 3, Theo 5.2.1] qui prouve que I'extension de I'isocristal surconvergent 
de Sa,o n Spfl a Safl est unique. 

On raisonne de maniere analogue pour B} fconv*{E) et le carre du theoreme 
est clairement commutatif. 

L' assertion sur les changements de base S' ^ S resulte du theoreme (3.4.4). 
□ 

Corollaire (3.4.8.6). Sous les hypotheses (3.4-8), supposons que f definit 

X comme une intersection complete relativement a S dans un espace pro- 
jectif sur S [Et 5, def (3.2.5)]. Alors les conclusions du theoreme (3.4.8.2) 
demeurent valides. 

Demonstration. Avec les notations de [Et 5, (3.2.5.2)], chaque fa,p : X^^p — )■ 
Sa,p se releve d'apres [Et 5, cor (3.2.6)] en un morphisme projectif et lisse 
au-dessus de V et donne lieu a un diagramme commutatif tel que (3.4.8.1) 
en remplagant Sa par Sa,i3, et on conclut comme pour (3.4.8.2). □ 
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On a la variante suivante du theoreme (3.4.8.2) : 

Theoreme (3.4.9). Supposons que le theoreme (3.4-8.2) est vrai pour tout 
morphisme projectif et lisse f : X ^ S avec S un k-schema affine et lisse 
(done sans faire Vhypothese Xa plat sur V). Soient S un k-schema lisse et 
separe et f : X ^ S un k-morphisme projectif et lisse. Alors, pour tout 
entier i ^ on a un diagramme commutatif de foncteurs naturels induits 
par f et definis a la maniere de(3.4-8.5) 

Isoc\X/K) "^'^"'^ ^ Isoc\S/K) 

Isoc{X/K) > Isoc{S/K) 

oil les fleches verticales sont les foncteurs d'oubli. 

De plus ces foncteurs commutent a tout changement de base S' ^ S entre 
k-schemas lisses et separes; en particulier ils commutent aux passages aux 
fibres en les points fermes de S. 

Demonstration. II sufiit de decomposer S en schemas afiines et lisses sur k et 
d'operer les recoUements comme dans la preuve de (3.4.8.2). □ 
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